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vol.2 2変数関数の極値の判定法

5 ����

�vol.1 ����������������� 1���������������������������

����� 1����������������������������������������� vol.2

�� 2���������������������2������������������������

������������������������������� 3�����������������

�� 2�������������

6 2�����������

6.1 ������

����� R2�� (a, b)�������� ε > 0�����Bε(a, b)�����������

Bε(a, b) = {(x, y) ∈ R2 | (x− a)2 + (y − b)2 < ε2}. (21)✓ ✏
�� 6.1. U �R2���������U �����open set�������U ��������� (a, b)

�����Bε(a, b) ⊂ U ����� ε > 0�����������✒ ✑
����������� 2������������������������������������

������������������������������������������������

𝑎, 𝑏

・

𝑈
𝐵𝜀 𝑎, 𝑏

� 2: ��������

𝑈

𝑥

𝑦

−1 1

𝑏

𝑎

𝜀 =
1− 𝑎

2

� 3: U = {(x, y) ∈ R2 | − 1 < x < 1}�� 6.2�

� 6.2. U = {(x, y) ∈ R2 | − 1 < x < 1}�� 3������������U ������ (a, b)������

�� ε� ε = 1−|a|
2 �����������Bε(a, b)��� (a, b)����� U �������−1 < a ≤ 0�

���(−1, b)����0 < a < 1����(1, b)������������ (a, b)�����1− |a|������
����Bε(a, b)�������

1
2 ��������Bε(a, b)� U ��������������������

�� 6.1���U �������

6.2 ������������

������1�������� 2��������������������������������

��������������������� 2���� f(x, y)���� U ��������������
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✓ ✏
�� 6.3. (x, y) ∈ U ��� (a, b)������������ (a, b)��������������2��

�� f(x, y)��� k�������k� f(x, y)�� (a, b)�������limit�����������

��������

lim
(x,y)→(a,b)

f(x, y) = k. (22)

✒ ✑
𝑎, 𝑏

� 4: 2�������

2 ��������� 1 ������������������������

��������������������������� 4���������

��������������������������������������

� 6.4. �������������

lim
(x,y)→(0,0)

xy

x2 + y2
. (23)

y = x�y = −x����������������

lim
(x,y)→(0,0)

y=x

xy

x2 + y2
= lim

x→0

x2

2x2
=

1

2
, lim

(x,y)→(0,0)
y=−x

xy

x2 + y2
= lim

x→0

(
− x2

2x2

)
= −1

2

������������2������������������� (23)��������

�������������x = r cos θ�y = r sin θ������������������������

� 6.5. �������������

lim
(x,y)→(0,0)

x3 + y3

x2 + y2
. (24)

x = r cos θ�y = r sin θ�����(x, y) → (0, 0)����������������� r → +0������

��������
����
x3 + y3

x2 + y2

���� =
��r cos3 θ + r sin3 θ

��

≦
��r cos3 θ

��+
��r sin3 θ

��

≦r + r → 0.

�������������� 0������������✓ ✏
�� 6.6. � (a, b) ∈ U ��� f(x, y)����continuous��������������������

lim
(x,y)→(a,b)

f(x, y) = f(a, b) (25)

✒ ✑
1����������2��������������������������������✓ ✏
�� 6.7. f(x, y)�g(x, y)�� (a, b)�������cf�f ± g�fg�f

g �� (a, b)�����������

c ∈ R��f
g ������g(a, b) ̸= 0����✒ ✑

1������� (�� 2.6)������������ 2��������������������✓ ✏
�� 6.8. f, g, h� 2�������� lim

(x,y)→(a,b)

f(x, y)

g(x, y)
= 0������

f(x, y) = o(g(x, y)) ((x, y) → (a, b)) (26)

�������f(x, y)− h(x, y) = o(g(x, y)) (x → a)����

f(x, y) = h(x, y) + o(g(x, y)) ((x, y) → (a, b)) (27)

����✒ ✑
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6.3 ����������✓ ✏
�� 6.9. �� f �� (a, b) ∈ U ������� x���������������y = b������

��� x� 1���� f(x, b)��x = a�������������������f(x, b)� x = a��

��������� (a, b)������ x����������partial derivative���������

�������

fx(a, b),
∂f

∂x
(a, b). (28)

y��������� fy(a, b)�������������f � U ���������� x������

���������U ���� fx(x, y)� z = f(x, y)��� x���������partial derivative�

������������y�������� fy(x, y)����������

fx(x, y),
∂f

∂x
(x, y), zx,

∂z

∂x
. (29)✒ ✑

1���������������������������2�������������������

�������������������� 6.12������������� 1�������������

����1���� f(x)��� x = a����������f(x)� x = a��������������2�

��� f(x, y)������� (a, b)� x��� y������������(a, b)����������� 2

������������������������������������������✓ ✏
�� 6.10. ��f(x, y)�� (a, b) ∈ U�������totally differentiable�������(x, y) → (a, b)

����

f(x, y)− f(a, b) = m(x− a) + n(y − b) + o(
√

(x− a)2 + (y − b)2) (30)

����m, n ∈ R���������������o�������������� 6.8�����✒ ✑
2��������������������������������������1������1��

�� f � a����������

f(x)− f(a) = m(x− a) + o(x− a) (x → a) (31)

���� 1��������������� (� 2.7)�

2������ 1����������������������������������������

������������������

��������������������� 6.10�m,n����� fx(a, b), fy(a, b)�������

���������������������������������✓ ✏
�� 6.11. �� f(x, y)�� (a, b) ∈ U ������������������fx�fy �� (a, b)���

����f(x, y)� (a, b)����������

f(x, y)− f(a, b) = fx(a, b)(x− a) + fy(a, b)(y − b) + o(
√

(x− a)2 + (y − b)2) (32)

������✒ ✑
��������� f(x, y)� 1��� fx(a, b)(x− a) + fy(a, b)(y− b) + f(a, b)������������

������������2����� z = f(x, y)� z = fx(a, b)(x− a) + fy(a, b)(y − b) + f(a, b)� 3��

�� (a, b, f(a, b))����������������������� (a, b, f(a, b))� 2����������

����������������������������✓ ✏
�� 6.12. �� f(x, y)�� (a, b)���������������

z = fx(a, b)(x− a) + fy(a, b)(y − b) + f(a, b) (33)

��� z = f(x, y)� (a, b, f(a, b))��������tangent plane�����✒ ✑
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���������������� 2��������������������� (����� (30)��

����������������������������������)�������� 2�����

�����������������������������������������✓ ✏
�� 6.13. �� f(x, y)�� (a, b) ∈ U ����������f(x, y)�� (a, b)�������✒ ✑

6.4 2�����������

��������������1������������2��������������������

������������������������������������✓ ✏
�� 6.14. �� z = f(x, y)� x������������������ ∂f

∂x � y����������

������� ∂
∂y

(
∂f
∂x

)
������

zxy, fxy(x, y),
∂2z

∂y∂x
,

∂2f

∂y∂x
(34)

�������∂f
∂x � x������������������� ∂

∂x

(
∂f
∂x

)
������

zxx, fxx(x, y),
∂2z

∂x2
,

∂2f

∂x2
(35)

fyx�fyy ������������� 2�������second order partial derivative�����✒ ✑
2������ fxy � fyx�������������������������� f � C2������

����������fxy � fyx������������✓ ✏
�� 6.15. f(x, y)� 2�������������������������f(x, y)� U ���� C2

����C2− function��������✒ ✑
1�������Cn������� 2.10��������2��������C2�����������

������✓ ✏
�� 6.16. �� f(x, y)� C2�������fxy(x, y) = fyx(x, y)������✒ ✑
����C2�� 2����������1��������� Taylor�����������1����

���2�������m������Cm�����������������������������

�������������������������✓ ✏
�� 6.17 (2�������� 2�� Taylor���). f(x, y)� U �� C2 ������������

(h, k) → (0, 0)�����

f(a+h, b+k) = f(a, b)+fx(a, b)h+fy(a, b)k+
1

2
(fxx(a, b)h

2+2fxy(a, b)hk+fyy(a, b)k
2)+o(h2+k2) (36)

������✒ ✑
1�������� 2.11�����x = a+ h, n = 2���������

f(a+ h) = f(a) + f ′(a)h+
f ′′(a)h2

2
+ o(h2) (37)

������������������������

�����2�������������������
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✓ ✏
�� 6.18. �� f(x, y)�� (a, b)�����local maximum value������������� ε > 0

�����������

f(a, b) > f(x, y) ((x, y) ∈ Bε(a, b), (x, y) ̸= (a, b)). (38)

����local minimum value��������������✒ ✑
������������������ 1���������� (����� 1���� f(x)� x = a��

���������� f ′(a) = 0�����������✓ ✏
�� 6.19. �� f(x, y)����� fx�fy ������������f(x, y)�� (a, b) ∈ U �����

�����fx(a, b) = fy(a, b) = 0�✒ ✑
�� 6.19��������������������������������������������

����������������������✓ ✏
�� 6.20. f(x, y) � U ������� C2 ����������� (a, b) ∈ U �����fx(a, b) =

fy(a, b) = 0����D = fxx(a, b)fyy(a, b)− fxy(a, b)
2�������������������

(1) D > 0 �� fxx(a, b) > 0����f �� (a, b)��������

(2) D > 0 �� fxx(a, b) < 0����f �� (a, b)��������

(3) D < 0����f �� (a, b)���������✒ ✑
�� 6.21. D = 0����������������������������������������

�������������������������������������������������

���

������������������������������������� A = fxx(a, b), B =

fxy(a, b), C = fyy(a, b)�������� f(x, y)�� (a, b)���� 2��������������� 6.17�

����

f(a+ h, b+ k)− f(a, b) =
1

2
(Ah2 + 2Bhk + Ck2) + o(h2 + k2) ((h, k) → (0, 0)) (39)

��������vol.1������������ h, k��� 2���� 1
2(Ah2+2Bhk+Ck2)��� (h, k) =

(0, 0)���� f(a + h, b + k) − f(a, b)��������������������������� g(h, k) =

Ah2 + 2Bhk+Ck2��������������f(a, b)�����������������������

��������������������� g(h, k)��������� 6.19��� (1), (2), (3)����

��������

(1) D > 0 �� A > 0����

g(h, k)�������������������

g(h, k) =A

(
h+

B

A
k

)2

+
D

A
k2 (40)

=A

((
h+

B

A
k

)2

+
D

A2
k2

)
. (41)

A��������������� g(h, k)��������� w =
(
h+ B

Ak
)2

+ D
A2k

2���������

������������u =
(
h+ B

Ak
)
, v =

√
D
A k�����

w = u2 + v2 (42)

���������w�������uv����������u2 + v2��������������� 5�

�w = 1��������w��������������������w ≥ 0�������������
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�������������� 6�����u2 + v2 ≥ 0����(u, v) = (0, 0)�������������

������ 



h+
B

A
k = 0√

D

A
k = 0

(43)

�������(h, k) = (0, 0)������u2+ v2 = 0��������������������1
2g(h, k)�

f(a+h, b+k)−f(a, b)������������������� (h, k) = (0, 0)������f(a+h, b+k) >

f(a, b)����f(a, b)����������������

(2) D > 0 �� A < 0����

g(h, k)���� (40)����(1)���� u =
(
h+ B

Ak
)
, v =

√
D
A k�����

g(h, k) =−A

(
−
(
h+

B

A
k

)2

− D

A2
k2

)
(44)

=−A(−u2 − v2) (45)

�������−A��������������� g(h, k)���������w = −u2 − v2������

������������(1)��� w = −u2 − v2 � uvw����������������� w ≤ 0�

�������������������������� 7�����−u2 − v2 ≤ 0����(h, k) = (0, 0)

��������������� (1)������������������� (h, k) = (0, 0)������

f(a+ h, b+ k) < f(a, b)����f(a, b)����������������

u

v

O 1−1

1

−1

� 5: � u2 + v2 = 1

−1 0 1−1
0

10

1

2

u
v

� 6: ��� w = u2 + v2

−1 0 1−1
0

1−2

−1

0

u
v

� 7: ��� w = −u2 − v2

(2) D < 0����

���A > 0������������g(h, k)���� (41)����u =
(
h+ B

Ak
)
, v =

√
−D
A k�����

g(h, k) = A(u2 − v2) (46)

�������w = u2 − v2� w������ uv��������������������������

��� 8������w����������������� 9��������������������

��(u, v) ̸= (0, 0)���u = 2v�����w = 3v2 > 0����u = 1
2v�����w = −3

4v
2 < 0����

��(u, v) = (0, 0)����������������������������������(h, k) = (0, 0)

����� f(a+ h, b+ k) > f(a, b)�� f(a+ h, b+ k) < f(a, b)���������f(a, b)�������

���������

�������� A > 0������������������A < 0���� g(h, k) = −A(−u2 + v2)

������w = −u2 + v2� uvw���������A > 0���� w = u2 − v2�����������

��������������� 10������A > 0��������(u, v) ̸= (0, 0)��� u = 2v, u = 1
2v

�������f(a, b)����������������

C ̸= 0������� k��������������

g(h, k) = C

((
k +

B

C
h

)2

+
D

C2
h2

)
= −C

(
−
(
k +

B

C
h

)2

− D

C2
h2

)
(47)
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����������u =
(
k + B

Ch
)
, v =

√
−D
C h����C > 0���� w = u2 − v2�� 9�������

��C < 0���� w = −u2 + v2�� 10�������� f(a, b)���������������

A = C = 0�����D ̸= 0�������B ̸= 0����������

g(h, k) = 2Bhk =
B

2
((h+ k)2 − (h− k)2) =

−B

2
(−(h+ k)2 + (h− k)2) (48)

����������������u = h + k, v = h − k����B ������� w = u2 − v2�� 9��

w = −u2 + v2�� 10�������� f(a, b)���������������

u

v

O 1−1

1

−1

� 8: ��� u2 − v2 = ±1

−1 0 1−1
0

1−1

0

1

u
v

� 9: ��� w = u2 − v2

−1 0 1−1
0

1−1

0

1

u
v

� 10: ��� w = −u2 + v2

�� 6.22. ������������

f(x, y) =
1

3
y3 +

1

2
x2 + xy − 2x− 4y. (49)

���� ��� fx(a, b) = fy(a, b) = 0���� (a, b)���������������




fx(x, y) = x+ y − 2 = 0

fy(x, y) = y2 + x− 4 = 0
(50)

�����������������x = 2− y����������������

y2 − y − 2 = (y − 2)(y + 1) = 0

��������y = −1, 2�������������������

y = −1����x = 2− (−1) = 3,

y = 2����x = 0

�������������������� (3,−1), (0, 2) ������������� D �������

fxx(x, y) = 1, fxy(x, y) = 1, fyy(x, y) = 2y���� (0, 2)�����fyy(0, 2) = 4��������D����

D = fxx(0, 2)fyy(0, 2)− fxy(0, 2) = 1× 4− 1 = 3 > 0

��������f(x, y)�� (0, 2)���� f(0, 2) = −16
3 �������� (3,−1)���fyy(3,−1) = −2

��������D����

D = fxx(3,−1)fyy(3,−1)− fxy(3,−1) = 1× (−2)− 1 = −3 < 0

��������f(x, y)�� (3,−1)���������
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