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vol.1 平均値の定理とテイラーの定理

1 ����

���������� I���������������������������������� I��

���������������� III��������������������������� III���

��������

����� I������������������������������������������
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2 ��������������

�� III����������������������������������������

(a, b) = {x | a < x < b},

(−∞, b) = {x | x < b},
(a,∞) = {x | a < x},

(−∞,∞) = R

����������������������� a, b� a < b��������R�����������
������✓ ✏
�� 2.1 (������). f ���� I������������a ∈ I�������� a������

� x ∈ I������������� c ∈ (a, x)���� c ∈ (x, a)������a < x���� c ∈ (a, x)�

x < a���� c ∈ (x, a)�����

f ′(c)(x− a) = f(x)− f(a). (1)✒ ✑
�� 2.2. �� 2.1���� x = a������� (1)� f ′(c)�������������

������������������������������������������������

��������������������� (1)�� f ′(c)����� (a, f(a))�� (x, f(x))������

�������������������������������������������������

(�������������������������������������������������

�������������������������������������������������

�������������������������������������������������

���������������������������������������� n��������

�����✓ ✏
�� 2.3. I�������f � I�������������f ′� I������������f � I�

� 2����� (second order differentiable)�������f ′����� f ′′����f � 2���

� (second derivative)����✒ ✑
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f ′′���� I���������f � 3���������3���� f ′′′�������f ′′′� I����

������������������ n���� n������������� n� 1���������5

����� f ′′′′′�������������������������������������� n���

�� f (n)������������� f (1) = f ′, f (2) = f ′′���������� f (0) := f ��������

�����������������������✓ ✏
�� 2.4 (������� (Taylor’s theorem)). f ���� I�� n�����������a ∈ I����

���� a������� x ∈ I ������������� c ∈ (a, x)���� c ∈ (x, a)������

f(x) =
n−1∑

k=0

f (k)(a)(x− a)k

k!
+

f (n)(c)(x− a)n

n!
. (2)

✒ ✑
�� 2.5. �� 2.4���� n = 1������ 2.1�������������������������

������������������������

�� (2)������ f (n)(c)(x−a)n

n! ����0�������f(x)�x���� (n−1)����
∑n−1

k=0
f (k)(a)(x−a)k

k!

����������������������� f (n)(c)�x�����������f (n)(c)(x−a)n

n! �x�n�

������������������������� f(x)������������������ f (n)(c)(x−a)n

n!

��������������������������������������������✓ ✏
�� 2.6. f, g, h������� lim

x→a

f(x)

g(x)
= 0������

f(x) = o(g(x)) (x → a) (3)

�������f(x)− h(x) = o(g(x)) (x → a)����

f(x) = h(x) + o(g(x)) (x → a) (4)

����✒ ✑
��������������� (Landau notation)����o�������� (Landau symbol)

������������ x� a���������� o��� (��� g(x))��������� (f(x)�

f(x)− h(x))��������������������������������� f � a�������

� α������f(x) = α + o(1) (x → a)��������������� o(1)� 1������ 1��

�������������������������������������������������

�����

� 2.7. �� f � a������������������m�����

lim
x→a

f(x)− f(a)

x− a
= m

������������m� f ′(a)�����������������������m���������

������������������

f(x) = f(a) +m(x− a) + o(x− a) (x → a) (5)

����������� f(x)� x� 1��� f(a) +m(x− a)���� a���������������

����������o(x− a)��������� x− a���������������������1�

��������������2����������������������������

� 2.8. lim
x→0

cosx− 1

x
= 0������ cosx = 1 + o(x) (x → 0)������
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� 2.8������� 2.6���� g(x) = x������������ o(x)�������������

������������������������� o(x)���������������������

�� 2.8����x = π
4 ������

o
(π
4

)
=

1√
2
− 1

�������������������������������������������������

������������������✓ ✏
�� 2.9. k� 0��������f(x) = o((x− a)k) (x → a)����������� c ∈ R����
0����� l�����

c(x− a)lf(x) = o((x− a)k+l) (x → a) (6)

��������� c(x− a)lo((x− a)k) = o((x− a)k+l) (x → a)������ f(x) = o(1) (x → a)

�����

c(x− a)lf(x) = o((x− a)l) (x → a) (7)

������� c(x− a)lo(1) = o((x− a)l) (x → a)����✒ ✑
��� (x− a)l�����������������������������������������

���

������������������ (2)���� f (n)����������������������

��� x → a����c → a�������

lim
x→a

f (n)(c) = lim
c→a

f (n)(c) = f (n)(a) (8)

���������������������������

f (n)(c) = f (n)(a) + o(1) (x → a) (9)

��������� (9)��� (2)������� 2.9�����

f(x) =

n∑

k=0

f (k)(a)(x− a)k

k!
+ o((x− a)n) (x → a) (10)

���������������������������f(x)�
∑n

k=0
f (k)(a)(x−a)k

k! ��� (x−a)n����

������������������ f(x)���������
∑n

k=0
f (k)(a)(x−a)k

k! ������� (x− a)n

�������������������������������������������������

������ 2.12����

�� (10)���� f (n)��������������������� n���������������

�������������������������������������������✓ ✏
�� 2.10. �� f ���� I�� n���������n���� f (n)� I����������f � I

�� Cn��� (Cn−function)�������

��������� n�����f � I ��Cn�������f � C∞��� (C∞−function)���

����✒ ✑
C∞������������������������������C∞��������������

�����������������sinx� x3�������� I�������� C∞����
Cn��������������� 2.9������������������������������✓ ✏
�� 2.11 (������� (Taylor’s theorem)). f ���� I ��Cn����a ∈ I ���������

f(x) =
n∑

k=0

f (k)(a)(x− a)k

k!
+ o((x− a)n) (x → a) (11)

������✒ ✑
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������������������������ 2.11�������������������� 2.4

��� 2.11�����������������������

���� sinx������ 2.11�������

� 2.12 (sinx�����). �����������������������������������

���

x

y

O

� 1: y = sinx��������

f(x) = sinx�a = 0�n = 3, 7������ (10)�����

f(x) = x− x3

6
+ o(x3), f(x) = x− x3

6
+

x5

120
− x7

5040
+ o(x7) (12)

������������ 3��7�� x → 0��������� 1��

y = sinx�y = x− x3

6 �y = x− x3

6 + x5

120 − x7

5040 � 3����������

����������������������������������

��������������������������� 7������

�������������������� o(x3), o(x7)��������

����������������������������������

�������

�����������������������������������

�� 2.13. ���������

lim
x→0

x− sinx

x3

���� ����������

sinx = x− x3

6
+ o(x3) (x → 0)

�������

lim
x→0

6 sinx− 6x+ x3

6x3
= 0

�������

lim
x→0

x− sinx

x3
= lim

x→0

x3

6x3
=

1

6
.

������������������������������������������������

��������������������������

3 ������

�����������������������������������������������C∞

���������������������������

�� f �C∞���������������� n������ 2.4�������������� n → ∞
����������������� (2)���� lim

n→∞
f (n)(c)(x− a)n

n!
= 0������ x������

f(x) =

∞∑

n=0

f (k)(a)(x− a)k

k!
(13)

���������� f ����������������� x�������������������

�� (13)���������� (Taylor expansion)�������� a = 0������������

(Maclaurin expansion)������

� 3.1 (������������). f(x) = cosx, a = 0������������ n���� f (n)(x)��

��� | cosx|��� | sinx|����������������� (2)��

|f (n)(c)xn|
n!

≤ |x|n
n!

(14)
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��������������� limn→∞
|x|n
n! = 0������ x������������������

����������������������������� cosx����� x������������

���������������������

cosx =

∞∑

n=0

(−1)nx2n

(2n)!
(15)

������� f (n)(0)�������������sinx������������������

sinx =

∞∑

n=0

(−1)nx2n+1

(2n+ 1)!
(16)

�����������������������������������

ex =

∞∑

n=0

xn

n!
(x ������) (17)

log(1 + x) =

∞∑

n=1

(−1)n−1xn

n
� (−1 < x ≤ 1) (18)

��������������������������

4 ����������

�����������������������������������������������✓ ✏
�� 4.1. �� f(x)� a�����local maximum value������������� ε > 0����

�������

f(a) > f(x) (a− ε < x < a+ ε, x ̸= a). (19)

�� f(x)� a�����local minimum value������������� ε > 0��������

���

f(a) < f(x) (a− ε < x < a+ ε, x ̸= a). (20)✒ ✑
��������������a��������������� f(a)��� (��)���������

����������� III������������������������������ III�����

���������������✓ ✏
�� 4.2. �� f(x)���� I ���������������f(x)�� a ∈ I ����������

f ′(a) = 0����✒ ✑
�����C2��� f(x)���� f ′(a) = 0��� a� f ������������������� 2.11

� n = 2�������f ′(a) = 0�����������

f(a+ h) = f(a) + f ′′(a)h2 + o(h2) (h → 0)

���������� h����������f(a+h)� f(a)+ f ′′(a)h2�����������������
f ′′(a) > 0�����

f(a+ h) ≒ f(a) + f ′′(a)h2 > f(a) (h ̸= 0)

��������������������������������✓ ✏
�� 4.3. �� f(x)���� I���������f ′(a) = 0�������� f ′′(a) > 0�����f �

a��������✒ ✑
��������f ′′(a) < 0�����������������f ′′(a) = 0���������������

��������������

2������������������������������1����������������
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